[bookmark: _Hlk183010194][bookmark: _Hlk154342943]ИНСТИТУТ МАТЕМАТИКИ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК 
КЫРГЫЗСКОЙ PЕСПУБЛИКИ
КЫРГЫЗСКИЙ НАЦИОНАЛЬНЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ  
Ж. БАЛАСАГЫНА

на правах рукописи
УДК 517.968


БАПА КЫЗЫ АЙНУРА


ПРОЕКЦИОННО – ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЙ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ ИНТЕГРО – ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ТИПА ВОЛЬТЕРРА

[bookmark: _Hlk183010796]Специальность 01.01.02 – дифференциальные уравнения, динамические системы и оптимальное управление



ДИССЕРТАЦИЯ
на соискание ученой степени кандидата физико-математических наук

Научный руководитель:
 д. ф.-м. н., профессор Алымбаев А.Т.


Бишкек – 2024
[bookmark: _Hlk183792387][bookmark: _Hlk183793032]ОГЛАВЛЕНИЕ
СПИСОК СОКРАЩЕНИЙ И УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ ………….. 
ВВЕДЕНИЕ ...............................................................................................
ГЛАВА 1. ОБЗОР РАБОТ ПО ТЕМЕ ДИССЕРТАЦИИ ...................................
Заключение по Главе 1 ........................................................................
ГЛАВА 2. МЕТОДОЛОГИЯ И МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ
2.1. Объект, предмет и задачи исследования .....................................
2.2. Вспомогательные утверждения ................................................... 
Заключение по Главе 2 .........................................................................
ГЛАВА 3. ПОСТРОЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ   ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО И ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА ТИПА ВОЛЬТЕРРА
3.1. Существование и сходимость приближения Галеркина ..............................
3.2. Существование периодических решений квазилинейного дифференциального уравнения второго порядка. Метод функции Грина ........
3.3. Применение метода Галеркина для исследования периодических решений квазилинейного интегро-дифференциального уравнения второго порядка с конечным последействием ........................................................................................
3.4. Существование периодического решения интегро-дифференциального уравнения с конечным последействием ..................................................................
3.5. Периодическое решение квазилинейного интегро-дифференциального уравнения второго порядка с бесконечным последействием ............................	
3.6. Об одном варианте проекционно-итерационного метода нахождения периодических решений интегро-дифференциальных уравнений второго порядка с конечным последействием .....................................................................
Заключение по Главе 3 ............................................................................


ГЛАВА 4. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ АВТОНОМНЫХ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
 4.1. Приведение автономной системы к неавтономной системе .....................
4.2.Сходимость приближения Галеркина ..............................................................
4.3. Существование периодического решения. Метод функции Грина ...........
4.4. Построение периодических решений системы интегро-дифференциальных уравнений Ван-дер-Поля, дифференциальных уравнений Дюффинга первого порядка и дифференциальных уравнений Ван-дер-Поля второго порядка. Метод гармонического баланса ..........................................................................................
Заключение по главе 4 ............................................................................
ВЫВОДЫ .................................................................................................................
СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ ИСТОЧНИКОВ .........................................














[bookmark: _Hlk183792368]СПИСОК СОКРАЩЕНИЙ И УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ

1. пространство непрерывных на отрезке  функций с нормой 
2.  пространство  раз непрерывно дифференцируемых относительно   функций  периодических по  с периодом    ограниченная выпуклая область .
3.  дифференциальная норма.
4. 
5. 
6.  матрица столбец.
7.  пространство дважды непрерывно дифференцируемых функций  относительно .
8.  пространство непрерывно дифференцируемых относительно  функций 












[bookmark: _Hlk183792352]



ВВЕДЕНИЕ
	Актуальность темы. Исследование многих физических задач сводится к изучению периодических решений дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений, как с конечными, так и бесконечными последействиями, и их систем.
Для исследования периодических решений этих уравнений имеются качественные аналитические и асимптотические методы, созданные Пуанкаре А., Крыловым Н.Н., Боголюбовым Н.М., Митропольским Ю.А., Самойленко А.М. и другими авторами. Эти методы успешно применяются в исследовании слабо-линейных систем, в которых эффект от нелинейности проявляется медленно. Однако при исследовании нелинейных систем общего вида их применимость ограничивается узкими классами уравнений.
 	В связи с этим в настоящее время одной из важных и актуальных задач является разработка и обоснование методов, которые применимы для исследования решений уравнений общего вида с сильными нелинейностями.
В диссертационной работе рассматриваются вопросы исследования существования и построения периодических решений дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений второго порядка, а также системы интегро-дифференциальных уравнений с малым параметром, обладающей свойством автономности. В исследовании применяются и обосновываются проекционно-итерационный метод, сочетающий идеи метода Галеркина и метода последовательных приближений.
Связь темы диссертации с основными научно-исследовательскими работами, проводимыми образовательными и научными учреждениями.
Исследования по теме диссертации проводились в соответствии с утвержденной ученым советом Иссык-Кульского государственного университета им. К. Тыныстанова тематикой «Проекционно-итерационные методы исследования периодических решений интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра».
[bookmark: _Hlk182076106]	Цель и задачи исследования. Целью работы является решение следующих задач:
1. Доказательство существования приближений Галеркина дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений второго порядка в окрестности точных решений. Доказательство обратного утверждения о существовании точного решения в окрестности приближений Галеркина.
2. Обоснование применимости метода Галеркина для исследования периодических решений системы автономных интегро-дифференциальных уравнений с малым параметром.
3. Построение методом гармонического баланса в первом приближении периодических решений системы интегро-дифференциальных уравнений Ван-дер-Поля, дифференциального уравнения Дюффинга с запаздывающим аргументом и дифференциального уравнения Ван-дер-Поля второго порядка с запаздыванием.

[bookmark: _Hlk182076226]Методы исследования. При обосновании метода Галеркина применены: метод последовательных приближений, метод функции Грина, метод тригонометрических рядов Фурье, метод сведения автономной системы к неавтономной системе уравнений.
Научная новизна.
· дано обоснование метода Галеркина для изучения вопросов существования и приближенного построения периодических решений квазилинейных дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений второго порядка с конечным и бесконечным последействием;
· методом функции Грина в задачах об ограниченных решениях на числовой оси доказано существование точного решения и оценена погрешность разности между приближенным и точным решением дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений;
· показана применимость метода Галеркина для построения периодических решений системы автономных интегро-дифференциальных уравнений с малым параметром;
· методом гармонического баланса в первом приближении построены периодические решения системы интегро-дифференциального уравнения Ван-дер-Поля и дифференциального уравнения Дюффинга с запаздывающим аргументом.
Теоретическая и практическая ценность. Работа носит как концептуальный, так и прикладной характер. Результаты диссертации могут быть использованы для исследования периодических решений новых классов дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений. Разработанные алгоритмы позволяют находить решения конкретных модельных уравнений и могут быть адаптированы для применения в различных областях науки и техники.
Основные положения диссертации, выносимые на защиту.
1. Доказательство теоремы существования приближения Галеркина в окрестности точного периодического решения дифференциального и интегро-дифференциального уравнения второго порядка с конечным и бесконечным последействием.
2. Доказательство теоремы существования точного периодического решения в окрестности приближения Галеркина дифференциального и интегро-дифференциального уравнения второго порядка с конечным и бесконечным последействием.
3. Обоснование применимости метода Галеркина для построения периодического решения системы автономных интегро-дифференциальных уравнений с малым параметром.
4. Применение метода гармонического баланса для построения в первом приближении периодического решения уравнения Ван-дер-Поля и дифференциального уравнения Дюффинга с запаздывающим аргументом.
Апробация результатов исследований. Результаты настоящей работы были доложены и обсуждены на:
· Международной научно-практической конференции “Эпоха СССР: оценка временем” (г. Каракол, ИГУ им. К. Тыныстанова, 14-15 октября 2021 г.)
· Международной научно-практической конференции «Проблемы и будущее технологий преподавания естественно-математических наук в условиях цифровизации», посвященной 70-летию доктора педагогических наук КГУ имени И. Арабаева, профессора Торогельдиевой Конуржан Макишевны и 70-летию кафедры «Математика и технологии ее преподавания» (г. Бишкек, КНУ им. И. Арабаева, 21-22 мая 2022 г.)
· Международной научно-практической конференции: «Историко-просветительское значение г. Каракол в развитии Кыргызстана» (г. Каракол, ИГУ им. К. Тыныстанова, 10-11 июня 2022 г.)
· Международной научно-практической конференции «Современные цифровые трансформации устойчивого развития общества, образования и науки в эпоху глобализации: опыт прошлого, возможности настоящего, стратегии будущего», посвященной 90-летию общественного и политического деятеля Абсамата Масалиева (г. Баткен, БатГУ, 28-29 апреля 2023 г.)
· Международной научной конференции "Актуальные проблемы математики и образования", посвященной 80-летию д. ф.-м. н., профессора, член-корреспондента НАН КР, почетного академика НАН КР Келдибая Алымкулова (г. Ош, ОшГУ, 12-13 мая 2023 г.)
· Международной научно-практической конференции «VI чтения И. Бекбоева: проблемы современной модели образования: актуальные вопросы, достижения и инновации», посвященной Народному учителю КР, лауреату государственной премии в области науки и техники, член-корреспонденту НАН КР, академику НАН, Бекбоеву Исак Бекбоевичу (г. Бишкек, ТалГУ, 8-9 июня 2023 г.)
· Международной научной конференции «V Борубаевские чтения», посвященной 70-летию НАН КР и 40-летию Института математики НАН КР (г. Бишкек, ИМ НАН КР, 20-21 июня 2024 г.)
Публикации: Основное содержание диссертации опубликовано в статьях [12-20], [22-25], [65], [73]. В совместных работах [12-20] и [73], единоличных работах [22-25], [65], статья [73] входит в базу данных Veb of Science. 
[bookmark: _Hlk182076568]Личный вклад соискателя. 
Постановка задач и анализ полученных результатов осуществлялись под руководством научного руководителя А.Т. Алымбаева. Под его руководством были определены ключевые направления исследования, а также разработаны основные методологические подходы. Доказательство теорем, выведение следствий и создание иллюстративных примеров выполнены соискателем. 
Соискатель активно участвовала в апробации результатов исследования на различных международных научно-практических конференциях, где представляла доклады и участвовала в обсуждениях, получив положительные отзывы и предложения по дальнейшему развитию исследований.
[bookmark: _Hlk154341467]Структура и объём диссертации. Диссертационная работа состоит из перечня сокращений и обозначений, введения, четырех глав, содержащих 14 разделов, заключения и списка использованных источников из 73 наименований, 102 стр. компьютерного текста.
Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из перечня сокращений и обозначений, введения, четырех глав, содержащих 14 разделов, заключения и списка использованных источников из 73 наименований, 102 страниц компьютерного текста.
В автореферате использована и сохранена система нумерации, принятая в диссертации: двойная сквозная нумерация внутри каждой главы. Например, формула (4.2) – это вторая формула главы 4, теорема 3.5 – это пятая теорема главы 3, пример 3.4 – это четвертый пример главы 3.

[bookmark: _Hlk183792326]ГЛАВА 1. ОБЗОР РАБОТ ПО ТЕМЕ ДИССЕРТАЦИИ

	Периодические краевые задачи для неавтономных, автономных и различных классов интегро-дифференциальных уравнений изучены Н.М. Крыловым, Н.Н. Боголюбовым, А.М. Самойленко, Д.И. Мартынюком, М. Урабе, Е.Н. Розенвассером, А.А. Кондратьевой, А.И. Боташевым, А.Т. Алымбаевым и другими авторами [3, 37, 41, 43, 44, 45, 56, 57, 73].
Вопросы построения периодических решений автономных и неавтономных систем дифференциальных уравнений, систем дифференциальных уравнений с запаздыванием и системы интегро-дифференциальных уравнений по методу Галеркина были изучены в работах М. Урабе [62, 69, 70], А.В. Кибенко [35], С.О. Стрыгина [59], О.Д. Нуржанова [94, 95], А.М. Самойленко, О.Д. Нуржанова [116], Б. Вуйтовича [120], П.П. Забрейко, С.О. Стрыгина [60] и других авторов.
В этих работах был представлен анализ применимости метода Галеркина для нахождения периодических решений таких систем, а также оценка погрешности полученных приближений. Результаты данных исследований оказались значимыми для дальнейшего развития теории периодических решений дифференциальных уравнений.
Следует выделить работы М.Урабе [62], посвященные вопросам обоснования метода Галеркина применительно к периодической системе дифференциальных уравнений вида 

где  -периодическая по  вектор-функция.
 	Периодические решения системы (1.1.1) ищутся в виде ряда Фурье. М. Урабе в своей работе дал общие теоремы о взаимосвязях между точными решениями и их приближениями Галеркина. В ней также установлены утверждения, позволяющие на основании существования приближенных периодических решений, найденных методом Галеркина, сделать заключение о существовании точных периодических решений системы (1.1.1). Доказаны обратные утверждения о существовании приближений Галеркина в окрестности точного периодического решения системы (1.1.1).
	Применимость метода Галеркина к системам с запаздыванием рассмотрена в работах [41, 44]. В них авторы изучили систему дифференциальных уравнений с запаздыванием вида:

где -мерный вектор;  -периодическая по 
-мерная вектор-функция;   постоянная величина.
Обоснование применимости метода Галеркина к системам с запаздыванием связано с принципиальными трудностями. Эти трудности заключаются в том, что для линейной системы с запаздыванием на числовой оси не определено понятие функции Грина для ограниченных решений (об ограниченных решениях болобу). В работе [41] эта проблема решена следующим образом: дана система линейных дифференциальных уравнений с запаздыванием вида:

где -мерный вектор; -мерная вектор-функция; -мерные матричные функции.
Матричную функцию будем называть функцией Грина, если при  она определена, непрерывна по переменным , удовлетворяет системе уравнений 

условию 

и неравенству

а также условию 

гдеединичная матрица,   положительные постоянные.
Введенная таким образом функция Грина позволяет записать 2πi-периодическое решение системы (1.1.3) в виде:

В работе [55] А.Н. Самойленко и О.Д. Нуржанова метод Галеркина применен для отыскания периодических решений системы интегро-дифференциальных уравнений с 2π-периодической правой частью вида:	

где  -периодические по   n-мерные вектор-функции, 
Доказано утверждение о том, что если система уравнений в вариациях, соответствующая точному периодическому решению  системы (1.1.6),  имеет функцию Грина, удовлетворяющую условию (1.1.5), то для всех достаточно больших   приближения Галеркина существуют и равномерно сходятся при  к точному периодическому решению 
Идеи, разработанные для системы (1.1.6) в работе [54], применены для исследования периодических решений системы интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра с бесконечным последействием вида:

где -соответственно -мерные -периодические по   вектор-функции; ядро  является кусочно-непрерывной вектор-функцией, удовлетворяющей неравенству вида 

для всех действительных значений ;положительные постоянные.
В работе А.Т.Алымбаева [7] рассматривается возмущенная система автономных дифференциальных уравнений вида 

где малый параметр,  мерные вектор-функции.
Периодическое решение находится согласно алгоритму метода Галеркина, исходя из допущения, что невозмущенная система при имеет однопараметрическое семейство периодических решений.
А.А. Кондратьева в работе [36] предлагает итерационный метод построения периодических решений системы дифференциальных уравнений с полиномиальными относительно  правыми частями, уравнений Ван-дер-Поля, модели Лотка-Вольтерра, модели периодического движения спутника, модели неравновесного экономического роста и неравномерного научно-технического прогресса, а также дифференциального уравнения, описывающего динамику клеточных процессов. Этот метод сочетает идеи метода последовательных приближений и метода Галеркина.
	В работе А.Т.Алымбаева и Бапа кызы Айнуры [20] рассматривается дифференциальное уравнение второго порядка вида:

c периодом  и разлагающиеся в ряд Фурье вида  

Теорема 2.1.1. Пусть  периодическое решение уравнения (1.1.10). Если 

решение  представимо в виде формулы

Обозначим через  оператор срезки т.е.

Теорема 2.1.2.  Для разности  имеет место оценка


где 



Далее, в работах [18-20] рассматриваются квазилинейные дифференциальные уравнения с  периодической правой частью вида:

вещественное число.
Периодическое решение ищется согласно алгоритму метода Галеркина:                      

коэффициенты, которого определяются из системы алгебраических уравнений

Допустим, что существует  периодическое решение (1.1.11) представимое в виде ряда Фурье:

Дано обоснование метода Галеркина для исследования периодических решений уравнения (1.1.10):
1) Показано существование  периодического приближенного решения (1.1.12) в окрестности точного решения (1.1.13), и определена оценка разности:

2)  Доказано методом функции Грина обратное утверждение: существование точного  периодического решения в окрестности приближения Галеркина (1.1.2), и определена оценка:

В работах [14, 23] рассмотрены интегро-дифференциальные уравнения с конечным последействием вида:

где А-вещественное число,  непрервно-дифференцируемые по  и  периодические по  функции, 
Для уравнения (1.1.14) дается обоснование применимости метода Галеркина. Доказаны взаимообратные утверждения:
1) Существование точного   периодического решения  в окрестности приближения Галеркина  Для их разности получена оценка:

где

2) Существование приближения Галеркина  в окрестности точного решения  . Для их разности получена оценка:

Для интегро-дифференциального уравнения второго порядка с бесконечным последействием вида:       

где  непрерывная по  и дифференцируемая по , удовлетворяющая неравенству

функция, результаты интегро-дифференциального уравнения (1.1.14) перенесены на интегро-дифференциальное уравнение (1.1.15).
		Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение (1.1.14). 2π-периодическое решение уравнения определяется согласно алгоритму проекционно-итерационного метода [73] с использованием метода функции Грина. В результате получен следующий алгоритм:


где A — положительная, такая, что . Такой вариант всегда возможен, если постоянная A не является целым положительным числом.
 Доказано оценка погрешности разности между  периодическим решением   и его приближениями  равна:

где


 периодическая функция начального приближения.
	Далее, в работе [14] рассматривается система интегро-дифференциальных уравнений с малым параметром, обладающая свойством автономности.

Предполагается, что возмущенная система

имеет  периодическое по  решение 
Заменой переменных

система (1.1.16) сведена к системе интегро-дифференциальных уравнений с  периодической правой частью

где       
 периодическое решение определяется согласно алгоритму метода Галеркина. Дано математическое обоснование этого метода.
В работе [16] методом гармонического баланса [36], который является разновидностью метода Галеркина, в первом приближении построены предельные циклы системы уравнений Ван-дер-Поля вида:	
            положительный параметр, член     определяет величину «затухания». Затухание положительно при  и отрицательно при  . Другими словами, колебания малой амплитуды будет раскачиваться, а колебания большой амплитуды будут затухать. На фазовой плоскости существует замкнутая кривая, называемая устойчивым циклом, которая описывается уравнением эллипса, зависящим от параметров  и 

При   периодическое решение системы (1.1.17) хорошо согласуется с решением работы [16] в первом приближении.
Далее, в работе [22] рассмотрено дифференциальное уравнение Дюффинга с запаздывающим аргументом

Определено первое приближение периодического решения уравнения:

Теперь обратимся к работам, где отражены методы последовательных приближений для исследования периодических решений нелинейных систем дифференциальных уравнений общего вида.

где  Т-периодическая вектор-функция, для евклидова пространства и 
	В работах [52, 53] разработан численно-аналитический метод для исследования периодических решений системы (1.1.19). Этот метод, являясь методом последовательных приближений, позволяет находить периодические решения системы в виде равномерно сходящейся последовательности периодических функций, а также, исходя из этих функций, устанавливать существование точного периодического решения. В дальнейшем численно-аналитический метод получил развитие для исследования периодических решений системы с запаздывающим аргументом [43, 44, 46, 47, 56, 57], системы нейтрального типа [61], различных классов системы интегро-дифференциальных уравнений [5, 6, 8, 9, 10], системы автономных дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений [1, 3, 7]. А также численно-аналитический метод получил развитие в плане объединения с другими методами, такими как метод Чаплыгина, метод коллокации, метод Галеркина, метод касательных Ньютона [11, 31, 32, 38, 39, 40-50].















[bookmark: _Hlk183792293][bookmark: _Hlk183792648]ЗАКЛЮЧЕНИЕ ПО ГЛАВЕ 1

	Из обзора следует, что задача применимости метода Галеркина для исследования периодических решений квазилинейных дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений второго порядка почти не рассматривалась. Не рассматривалась задача построения периодических решений методом Галеркина для системы интегро-дифференциальных уравнений с конечным и бесконечным последействием, содержащих малый параметр. 
В работах [14, 23] исследованы интегро-дифференциальные уравнения с конечным последействием, где для приближенных и точных решений определены оценки разности. В работе [16] методом гармонического баланса, являющимся разновидностью метода Галеркина, в первом приближении построены предельные циклы системы уравнений Ван-дер-Поля. Также разработаны численно-аналитические методы для исследования периодических решений систем дифференциальных уравнений и интегро-дифференциальных уравнений [52, 53]. Эти методы позволяют находить решения в виде равномерно сходящихся последовательностей периодических функций и устанавливать существование точных решений. 
Вопросы, связанные с обоснованием и применением метода Галеркина к периодическим краевым задачам, являются актуальными и представляют практический и теоретический интерес.
Таким образом, дальнейшее развитие метода Галеркина для исследования квазилинейных систем, включая системы с последействием и малым параметром, является важным направлением исследований, которое сочетает теоретическую значимость и практическое применение.

[bookmark: _Hlk154341517]
[bookmark: _Hlk183792276]ГЛАВА 2. МЕТОДОЛОГИЯ И МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ
2.1. Объект, предмет и задачи исследования

	Объект исследования. В работе рассматриваются:
1. Квазилинейное дифференциальное уравнение второго порядка с периодической правой частью вида

2. Интегро-дифференциальное уравнение Вольтерра второго порядка с конечным последействием

где  – вещественное число,  непрерывно-дифференцируемые-периодические по  функции, 
3. Интегро-дифференциальное уравнение Вольтерра второго порядка с бесконечным последействием

где  – вещественное число, -периодическое по  функция,  непрерывная по  и дифференцируемая по  функция, удовлетворяющая неравенству
 
4. Система интегро-дифференциальных уравнений с конечным последействием содержащий малый параметр, обладающий свойством автономности

где x – n-мерный вектор, n-мерные вектор-функции, малый параметр, фиксированное положительное число.
5.  Система интегро-дифференциальных уравнений Ван-дер-Поля с конечным последействием
                                                         (2.1.5)
 где  – параметр, принимающий положительные значения.
6. Дифференциальное уравнение Дюффинга первого порядка с запаздывающим аргументом
                                   
где  – малый параметр,  - численный параметр,  – величина запаздывания.
7. Дифференциальное уравнение Ван-дер-Поля второго порядка с запаздывающим аргументом

где – величина запаздывания и 
	Предмет исследования. Обоснование проекционно-итерационного метода исследования периодических решений уравнений (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3) и системы уравнений (2.1.4). Определение в первом приближении периодических решений уравнений (2.1.5), (2.1.6), (2.1.7).
Задачи исследования. 
· Доказательство существования приближенных решений дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений второго порядка в окрестности точных решений, а также доказательство обратного утверждения существования точных решений в окрестности приближенных решений;
· Теоретическое обоснование применимости проекционно-итерационного метода исследования периодических решений автономных систем интегро-дифференциальных уравнений, содержащих малый параметр;
· Построение периодических решений методом гармонического баланса в первом приближении системы интегро-дифференциальных уравнений второго порядка Ван-дер-Поля с конечным последействием, дифференциального уравнения Дюффинга первого порядка с запаздывающим аргументом и дифференциальных уравнений второго порядка Ван-дер-Поля с запаздывающим аргументом.

[bookmark: _Hlk183792254]2.2. Вспомогательные утверждения
	Рассмотрим непрерывную, периодическую, разлагаемую в ряд Фурье функцию : 

[bookmark: _Hlk182078977]Введем на множестве периодических функций оператор  , такой что

Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка

[bookmark: _Hlk182079093]где периодическая функция с периодом , представимая в виде ряда Фурье (2.1.1). С учетом (2.2.1) запишем его в виде

[bookmark: _Hlk182079219]Теорема 2.2.1. Пусть -периодическое решение (2.2.3). Если 

-периодическое решение  представимо в виде формулы 

Доказательство. Интегрируем обе части равенства (2.2.3) два раза









или


С учетом условий теоремы, мы получим

Теорема доказана.
Оценим разность между точным решением и приближенным решением  уравнения (2.2.2). 
[bookmark: _Hlk182079289]Теорема 2.2.2. Для разности   имеет место оценка


где 

Доказательство. Из разложения (2.2.4.) получим 

из которого, применяя неравенство Буняковского-Шварца, имеем



С учетом неравенства Бесселя-Парсеваля из (2.2.6) получим

Так как 

то, с учетом (2.2.6) и (2.2.7) следует оценка

Отсюда находим

Применяя к соотношению (2.2.5) формулу Парсеваля, получим


 Исходя из этого, получаем:

Теорема доказана.
Докажем утверждение, устанавливающее критерий разрешимости системы алгебраических уравнений вида:

 , для которой     и  
Теорема 2.2.3. Предположим, что система (2.2.8) имеет приближенное решение  и существует постоянные  и  для  которых выполняются условия:
1. 
2. .
 .
3. .
тогда система (2.2.8) имеет единственное решение в области    и имеет место оценка    
Доказательство. Представим систему (2.2.8) в виде

и рассмотрим итерационный процесс
 
Докажем сходимость последовательности (2.2.9), представив разность
   в виде

и, оценив с учетом условия теоремы (2.2.3), получим:

          
    (2.2.10)
Так как 

то, учитывая условие 2 теоремы 2.2.3, получим       
Поэтому 
  для всех  
Далее, для любых целых   имеем



Согласно условию теоремы , следовательно

а также 
                                                                                                     
 Соотношения (2.2.12), (2.2.13), (2.2.14) обеспечивают равномерную сходимость последовательности (2.2.9) в области , т.е.

Отсюда при  получим 

для всех        .
Положив в (2.2.15)    находим

Предположим, что система (2.2.8) имеет два различных решения:
  . Тогда из представления 

получим оценку

из которого следует
                         
Из (2.2.16) при получим. Отсюда следует  что доказывает единственность решения системы алгебраических уравнений (2.2.8). 
Теорема доказана.
Рассмотрим системы алгебраических уравнений вида

где - вектор-функции одинаковой размерности.
– непрерывно дифференцируемые функции в области , такие, что
   и    -действительная матрица, для которой   малый параметр.
Теорема 2.2.4. Предположим, что система (2.2.17) имеет приближенное решение  такое, что  и есть постоянные  и  для  которых выполняются условия:
1. 
2. .
 .
3. .
Тогда система (2.2.17) имеет единственное решение , такое что     в области    и имеет место оценка    
Доказательство. Представим систему (2.2.17) в виде

и рассмотрим итерационный процесс
 
Докажем сходимость последовательности (2.2.18), представив разность
   в виде

и оценив с учетом условия теоремы (2.2.17) получим


          

Так, как 

то учитывая условие 2 теоремы 2.2.4 получим    
Поэтому 
           для всех  
Далее, для любых целых   имеем



Согласно условию теоремы , следовательно

а также 
                                                                                                     
 Соотношения (2.2.21), (2.2.22), (2.2.23) обеспечивают равномерную сходимость последовательности (2.2.18) в области , т.е.

Отсюда при  получим 

для всех        .
Положив в (2.2.24)    находим

Предположим, что система (3.2.1) имеет два различных решения
  , тогда из представления 

получим оценку

из которого следует
                        
Из (3.2.9) при получим. Отсюда следует  что доказывает единственность решения системы (3.2.1). По условиям теоремы 
Следовательно,  при  Далее   при   поэтому решение системы (3.2.1) обладает свойством   Теорема доказана.























Заключение по главе 2




























[bookmark: _Hlk183792221]ГЛАВА 3. ПОСТРОЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ   ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО И ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА ТИПА ВОЛЬТЕРРА.

[bookmark: _Hlk154341573]3.1. Существование и сходимость приближения Галеркина

	Рассмотрим квазилинейное дифференциальное уравнение второго порядка вида

где  - вещественное число,  -периодическая по   функция.	
Периодическое решение уравнения (3.1.1) ищем в виде

коэффициенты которого находим из системы алгебраических уравнений

Отсюда имеем


где


Из (3.1.4) для коэффициентов разложения (3.1.2) получим систему уравнений
            (3.1.5)
или        


Обозначим через -периодическое решение уравнения (3.1.1) и представим его в виде ряда Фурье:

Поставляя эту функцию в уравнение (3.1.1) и с учитывая свойства оператора получим следующее равенство:

Отсюда получим алгебраическое уравнение вида

Представим разность   в виде 

и оценим разность
       

Далее, с учётом результатов теоремы 2.2.2, из (3.1.7), получим:


Так как
    то из (2.2.6) следует

причём, если     то из (3.1.10)      следует

Решаем уравнение (3.1.10) методом последовательных приближений согласно
алгоритму теоремы 2.2.3

взяв за начальное приближение число   
Покажем сходимость последовательности (3.1.12) и оценим разность
  :

С учётом оценок (3.1.8) и (3.1.9) из (3.1.13) получим 


или 

Представим разность    в  виде


Предположим, что для достаточно большего  при выполняется условие 

Тогда из (3.1.14) получим оценку:


Отсюда по индукции получим:


Далее, при    с учётом (3.1.15) имеем




Отсюда при   получим оценку

При  из (3.1.16) получим

Из неравенства  следует равномерная сходимость последовательности (3.1.12) к решению уравнения  при
Оценим разность 




Отсюда, с учётом (3.1.16) следует оценка

Оценим разность 


Поскольку, согласно теореме 2.2.2

то из  с учётом неравенства (3.1.17) получим оценку

Далее, так как, 

тогда из (3.1.20) получим


Таким образом, доказано основное утверждение:
[bookmark: _Hlk182079874]Теорема 3.1.1. Пусть дифференциальное уравнение (3.1.1), такое что, удовлетворяет следующим условиям:
1) существует -периодическое решение   области 
2) удовлетворяет требованиям теоремы 2.2.2;
3) 
4) 
[bookmark: _Hlk182079911]Тогда существует достаточно большое , такое, что при всех  существуют приближенные -периодические решения Галеркина  равномерно сходящиеся при к точному периодическому решению . Это означает, что    и справедливо

[bookmark: _Hlk154341607]
[bookmark: _Hlk183792203]3.2. Существование периодических решений квазилинейного дифференциального уравнения второго порядка. Метод функции Грина.

	Построим функцию Грина, такую, что решение уравнения (3.1.1) было ограниченным при всех . Находим частные решения уравнения

Образуем характеристическое уравнение  и решая его, находим характеристические числа  
Отсюда следуют два частных решения 

из которых, следует  при , и  при .
Построим функцию Грина в виде

определяя функции  из условий:

Отсюда имеем 

Решив эту систему, получим


[bookmark: _Hlk182080268]Подставляя (3.2.3) в (3.2.1), получим функцию Грина

Покажем, что функция Грина удовлетворяет уравнению 
Вычислим:


Отсюда имеем

Пусть функция  решение интегрального уравнения вида 

Покажем, что функция  является решением уравнения (3.1.1). Представим (3.2.5) в виде

Отсюда, получим с учетом свойств функции Грина (3.2.2).




Подставляя (3.2.5) - (3.2.7) в уравнение (3.1.1), получим



Таким образом, доказано утверждение:
[bookmark: _Hlk182080617]Теорема 3.2.1. Пусть функция   является решением уравнения (3.1.1) и существует функция Грина вида (3.2.1) задачи об ограниченных решениях, обладающая свойством (3.2.2). Тогда функция   также является решением интегрального уравнения (3.2.5).
	Покажем, что уравнение (3.2.5) имеет периодическое решение. Решаем уравнение (3.2.5) методом последовательных приближений, приняв за начальное приближение  т.е. приближение   Галеркина при достаточно большем 

Из представления (3.2.4) следует оценка

 где    
Оценим разность , учитывая, что

Из соотношений  (3.3.8), (3.3.10) получаем равенство

Так как, согласно равенству Парсеваля справедливо равенство

где коэффициенты ряда Фурье разложения функции 
Из (3.2.12), с учётом неравенства Буняковского-Шварца, получим оценку:

где 
вычислим интеграл: 


Из равенства (3.2.11) получим:

Отсюда, с учетом (3.2.13), получим оценку:



Оценим разность: 



Отсюда, получим 


Таким образом, получим оценку



Оценим разность   :




Отсюда, имеем

Предположим, что   тогда


Переходя к пределу из () при , получим оценку точности вида
                                
Положив  в (3.2.16), получим оценку погрешности между точным решением интегрального уравнения (3.2.5) и приближённым решением дифференциального уравнения, найденного по методу Галеркина 

С учётом, что   получим оценку

Отсюда, при , следует 
Так, как

Тогда из интегрального уравнения (3.2.5) имеем


Отсюда, следует, что  
Таким образом доказано следующее утверждение:
[bookmark: _Hlk182080940]Теорема 3.2.2. Пусть выполняется условие теоремы (3.2.1). Если выполняется условие     тогда существует -периодическое решение интегрального уравнения (3.2.5), а вместе с ним периодическое решение дифференциального уравнения (3.1.1).

[bookmark: _Hlk183792184][bookmark: _Hlk154341649]3.3. Применение метода Галеркина для исследования периодических решений квазилинейного интегро-дифференциального уравнения второго порядка с конечным последействием

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение второго порядка вида:
)
где  – вещественное число,  непрерывно-дифференцируемые-периодические по  функции, 
Периодические решения уравнения (.1) ищем в виде                       

Подставив (.2) в (.1), получим равенство 


где




Приравнивая коэффициенты при одинаковых гармониках функций , получим из (.3) систему алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффициентов  разложения (.2)
                                                                    
где

Обозначим через  -периодическое решение уравнения (.1) и представим его в виде ряда Фурье 

Подставляя  (.5) в уравнение (.1) и учитывая свойства оператора , получим следующее равенство


Отсюда имеем
            
            
где           
Представим разность
                 
в виде
         
      




Оценим:



Так как, согласно теореме 2.2.2 для разности  имеют место оценки:
    
                               ,
С учетом этих оценок, из (.6) получим

или

Представим уравнение (3.1.4) в виде

и положив , имеем

из которого следует оценка

или

где

Решаем уравнение (.9) методом последовательных приближений

За начальное приближение берем число , т.е. коэффициенты частной суммы ряда (.5)

Докажем равномерную сходимость итерационного процесса (.12). Представим разность  в виде


Предположим, что существует достаточно большое число  выполняется условие

Тогда из (.13) следует оценка

.       
Отсюда имеем
      (.15)                                                                                        
Оценим разность , положив . Из (2.4.12) при  имеем

Отсюда с учетом неравенства (.10) или (2.4.11) получим

или 

С учётом неравенства (.16) или неравенства (.17), получим из (.15) оценку
   для     
Нетрудно показать справедливость выполнения неравенства

Отсюда, при  получим оценку

которая обеспечивает равномерную сходимость последовательности (.12) к решению уравнения (.9) т.е.  . Так как  то приближенное решение интегро-дифференциального уравнения (.1) согласно методу Галеркина записывается в виде 

Из (.18) при  получим

Оценим разность 




Следовательно,

С учетом неравенства (.19) получим оценку

Так как, согласно теореме (2.2.2)

а также

тогда для разности  справедлива оценка:


Поскольку то из (.20) следует неравенство



Таким образом доказано утверждение.
	Теорема .1. Пусть интегро-дифференциальное уравнение (.1) имеет -периодическое решение и удовлетворяет следующим требованиям:
а)  выполняется требование теоремы 2.2.2;
б) 
в) 
	Тогда, алгебраическое уравнение (.9) имеет единственное решение 
  такое, что между точным  и приближенным решением  справедлива оценка




[bookmark: _Hlk154341824]3.4. Существование периодического решения интегро-дифференциального уравнения с конечным последействием
	
	Докажем, что, если линейная часть интегро-дифференциального уравнения (.1) имеет функцию Грина вида (3.2.4), то в окрестности приближения Галеркина  при достаточно больших  существует периодическое решение интегро-дифференциального уравнения (.1)
С учетом функции Грина (3.2.4), интегро-дифференциальное уравнение (.1) записываем в виде интегрального уравнения


Решаем интегральное уравнение (.1) методом последовательных приближений, приняв за начальное приближение  приближение Галеркина  с достаточно большим  Заметим, что для функции Грина  справедлива оценка

где .

Оценим разность  учитывая, что

Так, как


тогда, с учётом оценки (3.3.9) и неравенства Буняковского-Шварца, получим оценку

Оценим разность 
                                                                                 

Рассмотрим разность в виде






Предположим, что выполняется условие 

Тогда для разности , согласно (.4) имеем


Далее, с учётом (.5) получим оценку





Таким образом, 


Отсюда следует равномерная сходимость при   последовательности (.3) к периодическому решению интегрального уравнения (.1), удовлетворяющей неравенству


Отсюда, при  получим оценку погрешности между точным - периодическим решением и приближениями Галеркина

Покажем единственность периодического решения . Предположим, обратное, т.е. что существует, кроме решения  также решение , удовлетворяющее интегральному уравнению (.1).
Оценим разность 



Отсюда, с учётом условия (.5),  получаем оценку

                                                                                                                            (.6)
Переходя в (.6) к пределу при , с учётом условия (.5), получим что . Это равенство справедливо только при , что противоречит допущению о существовании двух периодических решений.
Таким образом, доказано утверждение.
	Теорема 2.5.1. Пусть интегро-дифференциальное уравнение (3.3.1) имеет -периодическое приближённое решение построенное методом Галеркина, и удовлетворяет условиям:
	а) существует функция Грина задачи об ограниченных решениях дифференциального уравнения удовлетворяющая неравенству

	б) выполняется условие

Тогда существует -периодическое решение   интегрального уравнения (.1), а следовательно, и уравнения (3.3.1). Это решение является единственным в окрестности приближённого решения  и удовлетворяет неравенству:


[bookmark: _Hlk154341879]3.5. Периодическое решение квазилинейного интегро-дифференциального уравнения второго порядка с бесконечным последействием.	

	Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение вида

где  – вещественное число, -периодическое по  функция,  непрерывная по  и дифференцируемая по  функция, удовлетворяющая неравенству
 
Периодическое решение уравнения (.1) ищем в виде 

Подставляя (.3) в (.1) получим

где    



Обозначим через -периодическое решение уравнения (.1) и представим его в виде ряда Фурье: 

Подставив (.5) в (.1) и с учётом свойства оператора, относительно получим уравнение 
                        
  
Оценим 

   

Из (.5), с учётом оценок 


и неравенства (.2), получим оценку

или 

Решаем алгебраическое уравнение (.4) методом последовательных приближений 

Допуская выполнение условия:

можем доказать равномерную сходимость  (.9) к решению  , уравнения (.4) и оценку 

Отсюда, получим

Так как 

то с учётом неравенства (.10) получим оценку

Далее, так как   ,  то на основании неравенств (.6), (.10) получим оценку 

Таким образом доказана следующая теорема.
	Теорема 3.5.1. Предположим, что интегро-дифференциальное уравнение (.1) имеет -периодическое решение и удовлетворяет условиям:
а)  выполняются условия теоремы 2.2.2;
б)  , ;
в) 
	Тогда, алгебраическое уравнение (.4) имеет единственное решение 
 такое, что между точным  и приближенным решением  найденного методом Галеркина, имеет место оценка

В работе [], аналогично теореме 3.4.1, доказано существование периодического решения уравнения (.1) в окрестности приближения Галеркина.
	Теорема 3.5.2. Пусть интегро-дифференциальное уравнение (.1) имеет -периодическое приближенное решение и удовлетворяет условиям:
	а) выполняются условие а) теоремы (3.4.1) и неравенство (.2);
	б) выполняется условие 
Тогда существует 2-периодическое решение  интегро-дифференциального уравнения (.1) 



[bookmark: _Hlk183792119]3.6. Об одном варианте проекционно-итерационного метода нахождения периодических решений интегро-дифференциальных уравнений второго порядка с конечным последействием.

Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка 

где А- положительное, нецелое число, непрерывная периодическая функция, представимая  в виде ряда Фурье 

Обозначим

Пусть   периодическое решение уравнения (.1) и функция  функция Грина

удовлетворяющий условиям:

Тогда  периодическое решение уравнения (.1) представимо в виде:

и для разности имеет место оценка  при для некоторого целого 

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение

периодическое решение интегро-дифференциального уравнения (.6) ищем методом последовательных приближений

За начальное приближение примем -периодическую функцию .
Уравнение (.7) для каждого фиксированного значения  представляет дифференциальное уравнение вида (.1) с непрерывной -периодической функцией 

представимое в виде ряда Фурье вида:

Тогда согласно лемме дифференциальное уравнение 

имеет -периодическое решение, представимое в виде 

 и для разности  справедлива оценка

Подставив (.8) в (.9) получим

Заметим, что



Докажем сходимость последовательности  к точному решению  интегро-дифференциального уравнения (.6).
	Рассмотрим последовательность -периодических функций вида

Оценим разность 



Отсюда получим 



Положим 

тогда из (.12) получим 


Оценим разность 

Отсюда с учетом леммы, получим оценку



Таким образом

Далее, так как 


.
Тогда с учетом (.14), получим оценку


Отсюда, с учетом условии сжатия (2.7.13), получим оценку 

Таким образом доказана теорема:
Теорема 3.6.1. Предположим, что интегро-дифференциальное уравнение (3.6.6) такое, что выполняются следующие условия:
а) существует функция Грина (.3) ограниченно решённая на числовой оси удовлетворяющая (.4);
б) выполняется условие сжатия (.13 ) для  и  тогда -периодическое решение  интегро-дифференциального уравнения (.6) определяется как предел последовательности функций, определённых согласно алгоритму (.11), и для разности  имеет место оценка
 
Заметим, что для -периодической функции  возможен случай резонанса, т.е. разность  достаточно мала. Поэтому, чтобы избежать явления резонанса следует выбрать число А таким образом, чтобы 
Такой вариант всегда возможен, если постоянная А не является целым положительным числом.





[bookmark: _Hlk183792089][bookmark: _Hlk185698385]Заключение по главе 3 
	
[bookmark: _Hlk154341949]Результаты данной главы показывают применимость метода Галеркина для исследования периодических решений квазилинейных дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений, как с конечным, так и с бесконечным последействием второго порядка. Метод Галеркина применим к широкому классу дифференциальных уравнений и интегро-дифференциальных уравнений, что подтверждает его универсальность и эффективность. Этот подход позволяет учитывать влияние предыдущих состояний системы на текущие решения, что важно для моделирования реальных физических процессов.
Дано доказательство теоремы, указывающее условия существования приближений Галеркина в окрестности точного периодического решения квазилинейных дифференциальных уравнений второго порядка. Методом функции Грина установлено существование точного решения в окрестности приближения Галеркина, что позволяет находить решения, учитывающие начальные условия и внешние воздействия, обеспечивая более точные и применимые результаты. Результаты, полученные для квазилинейных дифференциальных уравнений, перенесены на квазилинейные дифференциальные уравнения второго порядка с конечным и бесконечным последействием.
Кроме того, предложен и исследован проекционно-итерационный метод для нахождения периодических решений интегро-дифференциальных уравнений второго порядка с конечным последействием. Этот метод показал свою эффективность и применимость для широкого класса задач, обеспечивая высокую точность и устойчивость решений.
Таким образом, рассмотренные методы и подходы обеспечивают надежные инструменты для анализа и построения периодических решений сложных систем дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений второго порядка, что расширяет возможности их практического применения в науке и технике.
[bookmark: _Hlk183792060][bookmark: _Hlk184659417]ГЛАВА 4. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ АВТОНОМНЫХ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

 4.1. Приведение автономной системы к неавтономной системе

Рассмотрим систему интегро-дифференциальных уравнений с конечным последействием вида:

где x – n-мерный вектор, n-мерные вектор-функции, малый параметр, фиксированное положительное число.
Относительно вектор-функций предполагается, что

где ограниченная выпуклая область евклидового пространства  шар евклидового пространства , ,  фиксированное малое число.
Система (4.1.1) обладает свойством автономности. Действительно, предположим, что   решение системы (4.1.1), тогда для любой
постоянной С имеем:

 
      
Отсюда следует, что функция  является решением системы (4.1.1).
Предположим, что невозмущенная система

 имеет - периодическое по  решение  Следуя работе [], введем в системе (4.1.1) замену переменных вида 
                                     где – некоторая -мерная матрица с непрерывно дифференцируемыми и -периодическими по  функциями, 
С переменными  систему уравнений (4.1.1) можно записывать в виде 



Отсюда имеем


Заметим, что

Полагая 

из (4.1.4) получим систему уравнений


где    ,


На основании сделанных предположений относительно системы (4.1.1) и замены (4.1.3) получаем, что функции   определены и непрерывны в области  вместе со своими частными производными первого порядка по , периодичны по  с периодом  и для них выполняются условия


	Наряду с системой (4.1.5), в малой окрестности  при достаточно малых , вместо системы (4.1.5) можно рассматривать неавтономную систему с периодической по  периода  правой частью вида


Если система (4.1.6) имеет -периодическое по  решение , то из первого уравнения (4.1.5) можем определить функцию , следовательно, и само периодическое по  с периодом  - периодическое решение  системы (4.1.6). Причем частота 
 такова, что 
С учетом замены (4.1.3) находим периодическое по  с периодом  решение возмущенной системы (4.1.1) согласно формуле 

Таким образом, в дальнейшем задача будет заключаться в отыскании периодического решения системы (4.1.6).
	Рассмотрим задачу приводимости к неавтономной системе уравнения Дюффинга с интегральным членом вида

где  достаточно малое число, малый параметр, 
	Представим (4.1.8) в виде системы, положив , тогда  )



За периодическое решение  невозмущенного уравнения Дюффинга здесь принимается найденное в [98] по методу малого параметра решение вида




В качестве - выбираем матрицу вида

то замена переменных (4.1.3) принимает вид


В новых переменных система интегро-дифференциальных уравнений (4.1.9) записывается в виде



Эту систему записываем в виде




Решая систему (4.1.10) относительно получим систему неавтономных интегро-дифференциальных уравнений:



Отсюда получим




Рассмотрим невозмущенную систему ()


Образуем функцию

Представим эту функцию в виде








Таким образом, с точностью порядка  получим

С учётом (4.1.13) из (4.1.12) получим

Так как


то система (4.1.13) записывается в виде

где


-периодическое решение системы (4.1.14) можем найти по методу Галеркина. При достаточно малых  в окрестности решения системы (4.1.14) можем построить -периодическое решение возмущённой системы (4.1.11).
[bookmark: _GoBack]
4.2. Сходимость приближения Галеркина
[bookmark: _Hlk154342071]
	Рассмотрим систему интегро-дифференциальных уравнений 

(4.2.1)


Образуем функцию

Представим функцию в виде

где 



Отсюда с точностью  порядка получим


Обозначим через  функцию

Представим  в виде

Так как     

Далее


Отсюда, имеем

Таким образом, с точностью , получим

                                                                                                                           (4.2.4)
С учетом (4.2.3), (4.2.4) систему (4.2.3) записываем в виде

(4.2.5)
Так как 
   
то из (4.2.5) следует

Образуем функцию

и представим её в виде





Таким образом,

С учётом (4.2.6) систему (4.2.5) записываем в виде

в области   
При этом  
Если система (4.2.7) допускает -периодическое решение , то из первого уравнения системы (4.1.5), можем определить решение
, и следовательно, можем получить - периодическое решение  системы (4.2.7). Заметим, что  
Таким образом, в дальнейшем задача будет заключаться в отыскании -периодического решения системы (4.2.7).
	Пусть непрерывная -периодическая вектор-функция и соответствующий ей ряд Фурье имеет вид 

Введем оператор срезки , такой что

Согласно М.С.Мартынюк [?], для функции  справедливы оценки
,                                    
                                                                   
где   


Приближенные -периодические решения системы (4.2.7) будем искать в виде тригонометрического полинома

коэффициенты которого находятся из системы алгебраических уравнений


Полином (4.3.9), удовлетворяющий системе (4.3.10), называется приближением Галеркина -го порядка. Систему уравнений (4.3.10) записываем в виде 
,                                            (4.2.11)
где -мерный вектор коэффициентов полинома (3.3.9):
 , 


где




где 



	Вычислим значения нормы 




	Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений вида 

где     
Матричную функцию  будем называть функцией Грина задачи об ограниченных решениях на числовой оси системы (4.2.12), если при  она определена, непрерывна по переменным  удовлетворяет системе уравнений 

и обладает свойствами:
а) 
б)  ,
Здесь , положительная постоянная. Тогда система уравнений (3.1.12) имеет единственное - периодическое решение  которое можно записать в виде

и удовлетворяет неравенству 

Теорема 4.2.1. Пусть система (4.2.13), такая, что имеет функцию Грина  обладающую свойствами а) и б), тогда  и систему (4.2.11) можно записывать в виде 

	Доказательство. Систему алгебраических уравнений  запишем в виде 

Представим эту систему в виде 

Отсюда получим 

С учётом неравенств (4.2.8) и (4.2.14) получим 



Отсюда имеем

или

Так как   Такое возможно, если коэффициенты разложения тригонометрического полинома (4.2.9) равны нулю, т.е. . Из этого следует, что уравнение  имеет нулевое решение, если для достаточно больших значений . Теорема доказана. 
	Для доказательства разрешимости системы (4.2.11) применяем результаты теоремы 2.2.4, представив систему в виде 

Предположим, что система (4.2.7) имеет -периодическое решение
 , такое, что при -периодическое решение невозмущенной системы

Допустим, что

и  т.е.

Заметим, что 
Из системы уравнений (4.2.7), для  имеем 





Эта система эквивалентна следующему алгебраическому уравнению

где величиныявляются векторами, образованными из коэффициентов ряда Фурье функций
 .
Так как       тогда согласно неравенству Шварца и оценки (3.3.8) получим

(4.2.17)
Теперь используя неравенство

и представление 

получим



Для оценки величины  будем пользоваться представлением 








С учётом неравенства Шварца и оценки (4.2.8) получим 

Записываем в виде

Отсюда на основании неравенств (4.2.16), (4.2.17) и (4.2.18) получим оценку



где 
Решаем систему алгебраических уравнений (4.2.15) методом последовательных приближений:

где  Покажем сходимость последовательности (4.2.20) при 
 Представим разность  в виде


Предположим, что выполняется следующее условие: 

при  ,  достаточно большое целое число. Тогда из (4.2.21) получим оценку


Оценим разность  Из (4.2.20)   при  имеем

Далее, для разности  получим

.
Отсюда при  получим 

С учётом неравенства (4.2.19), из (4.2.24) имеем 


Образуем область множество точек  такое, что 

 
Отсюда следует, что 
На основании неравенства (4.2.25), из оценки (4.2.23) получим

Оценим разность  
Так как   
то с учётом (4.2.27) получим


Предположим, что для достаточно большого при выполняется условие

Тогда,  для любого целого положительного 
В силу соотношений (4.2.22), (4.2.26), (4.2.28) следует, что выполняются все условия теоремы 2.2.4, а следовательно, уравнение (4.2.11) имеет в области   единственное решение , для которого справедливо неравенство 

Таким образом, существует приближение Галеркина, которое определяется согласно формуле 

Далее, так как  , то из (4.2.29) следует оценка

Оценим разность 




Отсюда получим

     (4.2.31)
Далее, с учётом неравенств (4.2.30), (4.2.31) и оценку 

имеем


Так как 

следует из (4.2.32) оценка

Таким образом доказана следующая теорема.
Теорема 4.2.3. Пусть система (4.2.7) имеет -периодическое по  решение  в области  и удовлетворяют условиям 


   в) Линейная система имеет функцию Грина  обладающую свойством
           1) 
2)  
 где положительные постоянные; 
3)  при 

Тогда в окрестности точного решения  существуют приближения Галеркина , для разности  верна оценка 

.
[bookmark: _Hlk154342148]

[bookmark: _Hlk183791951]4.3. Существование периодического решения. Метод функции Грина.

	Рассмотрим систему интегро-дифференциальных уравнений вида

(4.3.1)
Выясним условия, при выполнении которых из существования приближений Галеркина  любого порядка  следует существование периодического решения системы интегро-дифференциальных уравнений (4.3.1.)
	Теорема 4.3.1. Пусть система интегро-дифференциальных уравнений (4.3.1) такова, что выполняются условия:
а) существуют приближения Галеркина  всех порядков , принадлежащие области ;
б) Линейная система  имеет функцию Грина обладающую свойством 1), 2) теоремы 3.3.3.
в)  
	Тогда система (4.3.1) имеет в окрестности приближения Галеркина  точное -периодическое решение . 
Для разности  справедлива оценка 

	Доказательство. С учётом условия б) систему (4.3.1) записываем в виде интегрального уравнения: 


Решаем интегральное уравнение (4.3.2) методом последовательных приближений: 


      где 
При  из (4.3.3) получим


Так как 




то с учётом неравенства (4.2.8), для разности  получим оценку

Представим разности   и разность


в виде 






С учётом этих представлений, для разности  получим оценку



Отсюда с учётом условии в) теоремы 3.4.1 получим оценку



На основании неравенства (4.3.6) из (4.3.7) получим

Так как 



Таким образом, при , из (4.3.9) получаем сходимость последовательности
 к точному решению  интегрального уравнения (4.3.2). Из (4.3.8) при  получаем оценку:

для всех  
При  из (4.3.10) получим оценку

Теорема доказана.


[bookmark: _Hlk183791921][bookmark: _Hlk154342507][bookmark: _Hlk184661125]4.4. Построение периодических решений системы интегро-дифференциальных уравнений Ван-дер-Поля, дифференциальных уравнений Дюффинга первого порядка и дифференциальных уравнений Ван-дер-Поля второго порядка. Метод гармонического баланса. 

Рассмотрим систему уравнений Ван-дер-Поля вида:
                                                        (4.4.1)
 где  – параметр, принимающий положительные значения, член  определяет величину «затухания». «Затухание» положительно при  и отрицательно при  . Другими словами, колебания малой амплитуды будут раскачиваться, а большой – затухать. На фазовой плоскости существует замкнутая кривая, называемая устойчивым циклом т.е. периодические решения системы (4.4.1). Для построения периодического решения применяем метод гармонического баланса [27, 36], который является разновидностью метода Галеркина.
Решение системы в первом приближении ищем в виде: 


где -частота, -коэффициенты разложения, подлежащие к определению.
Находим производные


Положим  тогда  Отсюда     Следовательно,


Подставляя (4.4.2) в систему (4.4.1), получим
                                                          (4.4.3)                               

                                               
Из равенства (4.4.3) получим: 
Представим (4.4.4) в виде 

                       
Поскольку,

 

 то равенство (4.4.5) имеет вид

                                                                                                      (4.4.6)
Ограничиваясь гармоникой   из (4.5.6) получим равенство


Отсюда получим



Поскольку
                         и   
и
при малых  то

Таким образом для малых значений  имеем

Отсюда получим

Далее, поскольку  , то

Учитывая, что  то из (4.4.2) получим приближенное решение системы (4.4.1) в виде
[bookmark: _Hlk154336853]

Так как


Возведя в квадрат обе части этих равенств и сложив, получим уравнение траекторий решений, то есть предельного цикла системы (4.4.1).


             Это уравнение, семейство уравнений эллипса зависящее от параметров , с полуосями:

При   получим периодическое решение системы (4.4.1) вида:
                           ,
которое хорошо согласуется с решением работы [1] в первом приближении. Неявный вид образует уравнение окружности с радиусом R=2.
                            
При   эллипс вырождается в точку, т.е. цикл разрушается с влиянием интегрального члена в первом приближении.
При  эллипс преобразуется к мнимому эллипсу, что равносильно разрушению цикла в первом приближении.
Положим  . Вычислим   :
      



Далее пусть   , тогда


Согласно вычислениям при  приближенное периодическое решение имеет вид
   

При   получим
   

Соответственно на фазовой плоскости  при  уравнение эллипса имеет вид:

При  получаем уравнение эллипса

Эти кривые изображены на рис.1
[image: ]   Рис.1.
Рассмотрим дифференциальное уравнение Дюффинга с запаздывающим аргументом вида 
[bookmark: _Hlk184662887]                               	      
где  – малый параметр,  - численный параметр,  – величина запаздывания.
	   Периодическое решение уравнения (4.5.8) в первом приближении ищем в виде
			       	                         (4.4.9)
где  подлежащие к выборам числа. 
С учётом (4.4.9) находим выражения относительно   
(4.4.10)



 
                                                                            (4)
 анда Мындан     
3



                                          (4.4.11)                                                                    
 анда Отсюда     
Из выражений (4.4.9), (4.4.10), (4.4.11) получим


                                 (4.4.12)                        
           (4.4.13)  
Подставляя выражения (4.4.12) и  (4.4.13) в уравнение (4.4.8), находим
                                      (4.4.14)                                                                                              

              
                                                                                       (4.4.16)
С учётом (4.4.15), (4.4.16) из (4.4.14) получим 



Ограничиваясь членами, содержащими гармоники  из (4.4.17) находим

(4.4.18)



 	
Так как                 
то из системы (4.4.18) следует 



Отсюда имеем 


Решая эту систему, получим

Так как для параметра справедливо неравенство то.
Выбираем параметр λ так, чтобы выполнялись следующие неравенства:

Из первого неравенства        следует  .
Таким образом
  ,      если  ,  
Из равенства (4.4.19) получим 

С учётом (4.4.19) периодическое решение уравнения Дюффинга (4.4.8) в первом приближении записывается в виде

	
Период периодического решения равен T= 
При    имеем значения  Из (4.4.21) получим выражение для периодического решения в первом приближении в виде 
                                                                         (4.4.22) 
Для значений  имеем  следовательно
                                            

Графическое изображение функции (4.2.15)      0 
[image: ]
Графическое изображение функции (4.4.22)     0 

[image: ]
                            

[bookmark: _Hlk184663025]Рассмотрим дифференциальное уравнение Ван-дер-Поля с запаздыванием вида 

где – величина запаздывания и 
[bookmark: _Hlk184663932]	Находим периодическое решение в первом приближении в виде 

где коэффициенты  подлежат к выбору. Вычислим:(4.4.26)


Так как 



С учетом (4.4.25), (4.4.26) получим
Положим   тогда   Отсюда 
Следовательно, из (4.4.25), (4.4.26), (4.4.27) следует


С учётом этих выражений из уравнения (4.4.24) получим


Поскольку

тогда, имеем


   
Представим  в виде

Выразим  положим   тогда

Положим тогда


Ограничиваясь гармоникой  получим

 
Отсюда находим 


Представим  в виде

Выразим  , положим     
Тогда      
Далее, положив    в (4.5.30), имеем
     Таким образом, вышеуказанные вычисления дают нам следующие значения коэффициентов и частоты периодического решения в первом приближении:

[bookmark: _Hlk184664017]Итак, в первом приближении:(4.4.31)
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Положим  тогда:

Что согласуется результатом работы [36]
Из  находим 
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Возведя в квадрат обоих частей равенства (4.4.33) и сложив, получим уравнение кривой на плоскости ():

В системе координат плоскости () кривая уравнении  образует эллипс с центром О (0,0) и полуосями 
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	В данной главе излагаются вопросы обоснования проекционно-итерационного метода для исследования периодического решения системы автономных интегро-дифференциальных уравнений с конечным последействием, содержащих малый параметр. Предполагается существование периодического решения невозмущенной системы автономных дифференциальных уравнений. Введением угловой и нормальной переменной в окрестности периодического решения невозмущенной системы исходная система сведена к неавтономной квазилинейной системе интегро-дифференциальных уравнений с 2π-периодической правой частью, содержащей малый параметр. 2π-периодическое решение системы интегро-дифференциальных уравнений ищется согласно алгоритму метода Галеркина. На основе результатов главы 3 доказаны взаимообратные теоремы существования в окрестности точного периодического решения приближенного периодического решения, названного приближением Галеркина, и методом функции Грина доказано утверждение о существовании точного периодического решения в окрестности приближений Галеркина. Получены оценки погрешности разности между точным и приближенными периодическими решениями по равномерной и интегральной норме.	
Построены методом гармонического баланса в первом приближении периодические решения системы интегро-дифференциальных уравнений Ван-дер-Поля, дифференциального уравнения Дюффинга с запаздывающим аргументом и дифференциального уравнения Ван-дер-Поля второго порядка с запаздыванием. 
Проведённый анализ показал, что величина запаздывания существенно влияет на амплитудно-частотные характеристики решений. 
Полученные результаты могут быть использованы для дальнейшего анализа нелинейных динамических систем, а также для разработки новых методов численного моделирования и управления процессами в различных областях науки и техники.
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[bookmark: _Hlk154526157]В диссертации излагается проекционный метод Галеркина для исследования периодических решений квазилинейных дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений с конечным и бесконечным последействием второго порядка. 
Доказаны теоремы существования приближенных периодических решений в окрестности точного периодического решения, и методом функции Грина доказано обратное утверждение о существовании точного периодического решения в окрестности приближенного решения, полученного методом Галеркина.
Получены оценки погрешности разностей между приближенными и точными решениями рассматриваемых уравнений. В первом приближении получен алгоритм периодических решений дифференциального уравнения Ван-дер-Поля с интегральным членом с конечным последействием, системы автономных интегро-дифференциальных уравнений с бесконечным последействием, а также дифференциального уравнения Дюффинга. 
Результаты диссертации подтверждены строгими доказательствами. Полученные результаты являются новыми. Алгоритмы, полученные в работе, можно использовать для исследования периодических решений дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений более высокого порядка, а также для разработки методов численного моделирования и анализа в различных приложениях, связанных с нелинейными динамическими системами.
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